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M Ô N i ï E ü 


Estime generale que 
vous vous êtes acqui- 
fè dans cette cour,eft 
le fruit d’une conduite judicieulè 
& polie ; de l’ elprit fait tout cela . 
J ay un mot à vous dire fur toute 
autre chofè : Je fuis devenu votre 
ami très particulier ; ici c eft le coe- 
ur qui a opéré : vôtre goût pour 




I 


I 


les Mathématiques a ébauché notre 
liailon -, je n’ay pas été bien du 
tems a voir en vous . un . caraétére 
noble definterefié , modefte franc , 
humain & tendre , & j'en ay été 
fi touché que je vous ferai attaché 
pour toujours : Je me fris un vif • 
plaifir de l’apprendre aux honétes. 
Gens qui liront ce mémoire que 
je vous prefènte . 

A Rome ce 17 Oétobre 1748. 1 

1 

4 
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Thomas LeSeur. 
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SUR 


le CALCUL INTEGRAL* 

£ la manière et intégrer par la quadrature 

pdx 

des ferions coniques la différentielle — 9 
dans la quelle p & q expriment des polyno - 



i 




mes quelconques , comme a •4"»bx ex H* &c 9 ou les 
produits de ces polynômes multiplies enfemble , ou même 
leurs puiffances 3 pourvu neanmoins que les expofans m , 
n , dre. de la variable x foient des nombres rat ion el s 3 que 
les cojjfl antes a , b , c , &c, foient réelles , & que les ex- 
pofans des puiffances , aux quelles ces polynômes font éle- 
vés , foient des tiombres entiers . 

pdx 

I. 11 efl évident > que la différentielle égalé a une 

9 


fra&ion , ou a la fomme de plufieurs frayions , dont le dé- 
nominateur commun eû q , âc les numérateurs font des pro- 
duits des puiffances de x multipliées par dxôc par des quan- 


tités confiantes . Car foit par exemple p sr ( a^bx* ) 2 ; 

S pdx a* dx 

en faifant le quarré de a bx % 9 on aura — — — 

j_ 2 z 9 9 

2 abx'dx b x D dx 
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2 MEMOIRE 

II. Donc fi l’on peut intégrer > de quelque maniéré que 

cef.it , la fraction - — - , dans la quelle V expofant w eft 

un nombre rationel quelconque > ou zéro î on pourra suffi 
trouver de la même manière l' intégrale de la différentielle 

propofee ~ : car l’ intégrale S. — dans l’exemple propofé 


_ A x x*dx 

efl == a S — » -*■ 2 ab S. 


2 

b S. 


x^dx 


; les conftan- 


q 4 m $ 

tes , par les quelles le numérateur * dx peut être multiplié 

ou divifé , ne failant point de difficulté dans l’ intégration . 


III. Si les expofans de x dans la différentielle 


m, 

x dx 


ne 


font pas tous des nombres entiers , on pourra toûjours chan- 
ger cette différentielle en une autre , qui lui lera égalé , 
de dans la quelle les expofans de la variable feront tous 
des nombres entiers . Car foit propofee la différentielle 


n 


x r ^ x m On n’ a qu’ a prendre le plus petit nombre 

( '-Y 

\<* bxt J 

entier A , qui puifle être eva&ement divifé par les nombres 

r ôc t, ôc ayant fait x = z* , & fubflituc z au lieu de x 
dans la différentielle propoiée > on la changera en celle ci 
\n -H A _ « 

d t 

. dans la quelle tous les expofans de la va- 


a x 


Ça + b z r ) 

riable z font des nombres entiers 


On 


3 


r ,01. iNTEORAt . diffe- 

On peut réduire de 


rentielle . 



c 


' a * qui pu i (Te 



<*+*** <*“ **• ac ' . ' “ hre entier * , q«“ P"'“ e 

Car en prennent le plus peut > ‘ , &c. , & en fub- 

Ctre exactement melure par » , r , # > » 

ftituant Z aulieu de x , on aura la fraftion 

\m "T - A — I 

KX” * 

( il+h ' +a «+to.) X C/it-it ' -*-^ T ■+* c -^ X&c - 

Dans la quelle tous les expofans de la variable font des nom- 

bres entiers • tw , 

x dx 

IV. Si la variable x dans la fraélion * des cx ~ 

pofans négatifs , on pourra toujours changer cette fraftion 
en une autre égalé 3 dans la quelle la variable n aura que des 
expofans pofitifs . On n’a pour cela qu’a multiplier le numé- 
rateur & le dénominateur de la fraction par une puilTancc 
de x* , dont V expofant foit pofitif & égal au plus grand ex- 
pofant négatif delà même variable x ; ce qui ne change rien 
dans la valeur de la frariion . Soit propofee la frariion 

r», 

X ax 


^jptrbx 4*&c3 X C e f x ôcc^ X Scc. 

Et que — n foit le plus grand expofant négatif dans le poly- 


nôme a 


«*• &c . , & — r I e plus grand expofant nega- 

A 2 tif 
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tif dans le polynôme e*t»fx &c. ; & ainfi des autres : 
d’ou il fuit que le plus grand cxpofant négatif de x dans le 
dénominateur de cette fraélion efl — •$«— *r — ôcc. Multipliant 

donc le numérateur & le dénominateur par x^ V 
on aura la fraftion 

àn+mt r * 4-&c. 


m 


X 


dx 


(tfx &c.) X C ex -h/ -H &c.) X &c. 


ei;alc a la propofée Ôc telle que tous les expolàns de x dans 
le dénominateur font pofitifs . L’ expofant m r 

•*. <Scc. de x dans le numérateur fera aulfi pofitif, fi m cft 
un nombre pofitif , ou fi m étant négatif , «fit "h Ôcc. 
cft plus grand que m . Mais fi m elt négatif & plus grand 
que J„-H« r -*• Ôcc. en forte que m -H $ „ -4- t r ôcc. foit 
un nombre négatif , comme — s j on n’a qu’a multiplier le 

, / 

numérateur & le dénominateur de la fra&ion par «* pour 
rendre tous les expolans de * pofitifs . 

On peut encore rendre pofitif 1’ expofant du numérateur 
dans la fra&ion _ s 

x dx 




y. 


/•+■ ôcc J X ôcc. 


fans multiplier le numérateur ôc le dénominateur par a/ . 

Car fi T on fait * — x 1 , ôc qu’on fubflituë par tout 2 : 1 au- 

lieu de x y Ôc — dx au lieu de dx , la fra&ion fera chan- 
gée en celle ci s — 2 

— X dx 


c 


~n 

X "H b ôcc 



r 

H*» /»H ôcc 



X Ôcc. 


dans 


sur le Calcul Intégral . > 

dans la quelle on rendra tous les expofans pofitifs , en multi- 
pliant le numérateur <5c le dénominateur par 
Il faut excepter le cas de / s: i 9 lorfque le dénominateur 

—i 

q efl confiant; car pour lors la fra&ion devient — , dont 

. q 

1 intégrale fe trouve par la quadrature de l’hyperbole * 

m 

V. On peut toujours réduire la fraélion J . — îL de telle 

q 

forte , que la plus haute puiflànce de la variable x dans 
chacun des polynômes , dont le dénominateur q efl compofé, 

ne foit multipliée que par-4-»i .Car foit q=z(a*t*bx n + &c.)* 

^ C gm ^f x “t* ôcc. ) X &c. ; ôc que n foit P expofànt de la 

plus haute puiflànce de x dans le premier polynôme a •+■ bx H 
mirm ôcc. * r ^ expofànt de la plus haute puiflànce de x dans 

le fécond polynôme * «5cc. • & ain fi du re fl e . Qu’on 

divife le premier polynôme par«f*£, le fécond par -H/, ôcc. 

êc le numérateur par b j Ôcc. la fraélion propofée deviendra 

i m 


b 1 f 9 Ôcc. 


dx 


X&c. 


G ■*■ *" ■*■ &C ) )' 

qui a la condition requife . 

VI. On voit par tout ce qui vient d* etre établi , que 
T intégration de la différentielle propofée fe réduit a celle 
de la fra&ion 


m , 
x dx 


/ y r \î f s t \* 

«MM H* C J X \x c * .. .«.H* j J X&c. 

dan* 


6 MEMOIRE 

dans la quelle tous les cxpofans w , r, J, # , î , § , Sec. 
font des nombres entiers pofitifs > ou zéro > de la plus haute 
puifiance de la variable x dans chaque polynôme du déno- 
minateur n’ eft multipliée que par -4- i . Et fi l’on eleve a&u- 
ellemcnt les polynômes du dénominateur a leurs puifianccs 
rcfpcftives , dont les expoians lont S > e , Sec. , Se qu’ on les 
multiplie enfemble , cetre derniere fraction acquercra cette 
forme 


fJL y V 

x ■+• a x -H bx . ■+■* 

dans la quelle tous les cxpofans m 9 /i , 9 , ** , Sec, font des 
nombres entiers pofitifs . 

VII, Je defigne par ce dénominateur > en forte que 


X m dx r 

la fraélion dont on cherche l’ intégrale , foit 1- . Et fi 


eft une quantité confiante , ou une puifiance quelconque 
de la variable x ,* on feait afiez , que cette fraélion pourra 
toujours être intégrée ou algebraïquement , ou par la qua- 
drature de T hyperbole . Il ne nout refie donc qu’a chercher 
V intégrale de cette fraélion dans les autres cas , ou i^n’ cft 
ni une quantité confiante > ni une puifiance feule de x . Mais 
pour entrer dans cette recherche , j’ ay befoin des définitions 
fuivantes . 

)’ appelle binôme la quantité x 71 ■+* a , dans la quelle a eft 
confiante Se réelle , pofitive ou négative ; de T expofant n de 
la variable x , eft un nombre entier pofitif. 

2 JJ TJ 

Le Trinôme cft une quantité a; •t+ax «4* £ , dans la 
quelle a Sc b font confiantes de réelles , pofitives ou négati- 
ves , n un nombre entier pofitif, de les expofans 2» , » > o > 
dans les trois termes font en proportion arithmétique con- 
tinue . 

Le Quadrinome eft une quantité x ax 2tl bx** *** c , 
danc la quelle a , b 3 c , font confiantes de réelles , » un nom- 
bre 


« 


1 


M 
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sur le Calcul Intecral . 7 

bre entier pofitif > 8 c les expofans 3# , zn , n , 0 , en progref- 
lion arithmétique continue ; de forte neanmoins , que f un 

des deux termes du milieu , ax Zn , ou bx** peut manquer, 

en faifant a, ou b — 0 . C’eft pourquoy les quantité x^* 

•H bx”'+*c y ôc a * 2 ” r font des quadrinomes . 


Le Quinquinome , ou quintinome , eft une quantités x^ n 

■+• ax^^r* bx 2 ”^ ex * 1 •+* e dans laquelle font 

confiantes & réelles , n un nombre entier pofitif , & les ex- 
pofans 4>7 , 3» , zn y n y 0 en progrelïion arithmétique conti- 
nue ; de forte neanmoins que des trois quantités a , b, c , une 
quelconque , ou même deux , feavoir c , ôc b , ou a 8 c b , 

peuvent manquer , mais non pas a oc c : car x «+• bx 
c eft un trinôme . 

On voit par ces définitions , ce que c* eft qu’ un fextino- 
me » un feptinome , un oélinome , ôcc . , ou en general un po- 
lynôme de fix , fept , huit » neuf ôcc. noms , ou termes . 

VIII. Meilleurs Leibnitz Ôc Jean Bernoudi ont démon- 
tré dans les aftes deLeipfik de 1702 ôc 1703 > Ôc dans les 
mémoires de l’Academie des Sciences de Paris 1702 > qu’en 
fuppofant la quadrature de 1* hyperbole on peut toujours in- 


x^dx 

tegrer la fraélion J* , lorfque le dénominateur n ’ c ^ 

R 


autre chofe que le produit des binômes (impies x 4 »«, 
x^b, ôcc. Et il n’ eft point difficile , en fuivant les idées 
que ces deux grands mathématiciens nous ont données , ôc 
en fuppofant les quadratures du cercle & de 1* hyperbole » 
de trouver 1* intégrale de la même fraftion , lorfque le déno- 
minateur peut etre refolu en binômes d’ une ou de deux 


dimenfions , comme x •j" ax b , x c , x H* e , &c. 


IX. Car que le plus grand expo&nt de x dans le deno 

minateur 


S Mémoire 

minateur foit w j de fil* cxpofant m efl égal a n > ou plus 

grand que n , qu’on divife a* W par autant precHement qu’ 
il cft neceflaire pour que F expolànt n foit plus grand que 
F expofant de x dant ce qui refie de la divifion ; de qu’ on 
prenne F intégrale du quotient de cette divifion ; ce qui 
pourra toujours fe faire . II ne reliera plus qu’ a trouver 


F intégrale d’ une fraction , comme 


a/ dx 

~ 


, dans la quelle 


Fexpofant s fera moindre que n . 

X. Or fi le dénominateur de cette fraélion peut fe 
refoudre en binômes ou trinômes tous inégaux d’ une ou de 

2 2 

deux dimenfions , comme x "b a , * x x 


ex 


’f>* ■**£* 


fomme des frayions 


b 3 ôcc. ; qu’ on fuppofe - égalé a la 

K. 

U B „ Dx**E 


F x 


H *■ 


x 

x 


b 


ôcc. 


xi' 


ôcc. 3 c’ efl a dire > égalé 

a : 2 e x •**/ x* -f" g x b 

a la fomme d’ autant de fractions , qu’ il ya de binômes de de 
trinômes compofans le dénominateur Qu’on reduife en- 
fuite toutes ces frayions au dénominateur commun I{ , de 
les ayant ajoutées enfemble , qu’ on égalé a zéro chaque 

terme de cette fomme , ou la puiffance x 5 ne fe trouve po- 
int , de le terme ou elle fe trouve , a la même puiffance x ; 
ce qui donnera autant d’équations , qu’il y a de confiantes 
tA,B,C>DyE,F s ôcc. y par les quelles on déterminera 

les valeurs de ces confiantes . Et alors la fradlion * — ainfî 

K. 

réduite fe pourra toûjours intégrer par les quadratures du 
cercle de de F hyperbole , comme on le feait affés . Mais fi 

dans 


da 

tr 

ft. 

& 

c: 

o 

d 


t 

■i 
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dans la détermination des valeurs de *A , B , C, D , Sec. on 
trouve quelque contradiéiion ce fera une marque que les fa- 
veurs de 1^, qu'on a fuppofés tous inégaux , ne le font pas; 
& pour lors on fe fervira de la maniéré que nous allons 
expliquer . 

XI. Si le dénominateur peut fe refoudre en binômes 
ou trinômes d’une ou de deux dimenfïons, en partie égaux , 
& en partie inégaux entr’eux, ou en leurs puiflânees dont les 

expofans foient des nombres entiers , comme fi S T* 

fi 

y Sec. > & que S , T > y, âcc. Soient des binômes ou trinô- 
mes d’ une ou de deux dimenfïons > & A , y , Sec, des nom* 


i . „ . ' 7 M JJ 

bres entiers pofitifs ; on fuppofèra — H - 

S t k yt* 

&c. , & on exprimera les quantités L ,M,J^ y Sec. par 
les confiantes indéterminées > B , C > D y E > Sic. de par la 

variable x de telle forte , que fi S x H* a , L foit exprimée 

par %A ^ fi S zsz x ou x ■+• a x *4* b , L foit expri- 

mée par x^r* E ; fi T* -- (* 2 -Hc*-4«e) 2 > ou — • 
(x 2 -Hc) 2 , M foit exprimée par D x 2 **Ex+ m f ; 

fl r * = (a 2 +fjî^O 3 , ou = (* 2 -w) 3 , M foit ex- 
primée par Cx ; -4- Z)x 4 -H Ex*** F* 2 -*- Cx -»-H ; & ainfi du 

ç M 7 ^ 

refte . On réduira enfui te les fraéUons — ■*» — 

I r A yt* 

au commun dénominateur , & en ayant fait la 

x* 

iomme , on la fuppofera égalé a — , en égalant a zéro cha- 


cun des termes ou la puifiance x S ne fe trouve point , & le 

terme , dans le quel elle fe trouve , à x S 5 ce qui donnera 
autant d’ équations qu* il ya de confiantes *A , B , C > D » 
£ > &c. à déterminer . B Exem- 


IO 


M E M O l R E 




Exemple . Soit - = — sc 


x 


(*■•■ a ) X *W) 

B x c ^PxA.x m ^ m b%Ax^ m cA 
z= *+»Bx*’ m * m aBx**aC 
■+* C x 


b x 


tr 


ou aura les trois équations *A ^ B — 0 > ^ B ^ 

r= 0 , & r ^f-4-a C = i • par les quelles on trouve A. = 


-, 5 = 


— i 


, & C = 


a — b 


a a*** c — a b -*« + c-ab aa + c-tb 

Si «a -H c — <it = o > on auroit * 2 *+* b x •*•(=: (x •*•«) X 

I 

(x- 4 -a) 1 •+■ b— a) 
— 


(Ar»hè— /»), & par confequent 


i 

C’ eft pourquoi il fraudroit fuppofer ^ ^ | ^ 

•*• 2 tuAx 9 ****^ 

Bx "h C ^4* ^ •¥* b B b C 

(x »*-*) 1 —aC 

+• C 

* A* 

D’ ou T ort tireroit les équations ot+*B — o i 7.fiji m +bB 

— <tC =i, L es quelles 


— t 


(2 tf — £)* 


( 2 * — * )* 


. & C 


I » 

donnent »✓£ zz, — - * " — 

b — 3 a 
( 2a — b)* 

Si dans ce dernier cas on avoit encore 2 a —b = 0 , x 
w+m b a feroit zz.x "*** a > àL ( x * 4 * <*) ^ * * % j 

XII. « 


1 
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XII- Il fuit de ce que nous venons de dire , que pour 

... x s d x 

trouver I intégrale de la fraélion —7 — — , c '.efi allez 


d’ intégrer les frayions — ». , 

s d x 


ST k y^ôcc. 

x’dx 




, & 


; — I . dans les quelles les expofans s Ôc $ font 

(x "T* a x *4* b) 6 

des nombres entiers pofitifs quelconques , ou zéro, & a Sc b 
des quantités confiantes , réelles , pofitives ou négatives . 

Or en fai/int **+«<<= Z , la fraftion , f e cban- 


(x-H«)î 

C — • <1 ) s d x 

ge en celle-ci ^ , qu’ on peut toûjours intégrer 

en fuppofant la quadrature de l’ hyperbole . 

T , • » . x * d X 

L, intégration de : —r dépend de l’ intégration de 

1* *•«)* 

x dx 

» comme Mr. Newton la démontré dans fon traité de 


x l 4«<i 


la quadrature des courbes prop. 7. Et l’ intégrale de ~ 


x *dx 


r , ^ ^ 

le peut toûjours trouver, en fuppofant les quadratures du 

cercle & de 1’ hyperbole . 

x *dx 

Enfin fi l’on fait xsz— ~ a, la fraftion — — 


fe change en celle-ci 


. r«--î->]'rfx 


['«^«**3*’ ° n P ° Um m - 


x * d x 

tegrer comme la precedente — — * 

C 

B 2 


Donc 
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Donc , les quadratures du cercle & de l* hyperbole étant 
données , ou pourra toûjours trouver f intégrale de la diffe- 

x s dx 


rentielle 


sr* rt* &c. 


XIII. Donc , les quadratures du cercle & de I* hyper- 
hnle étant donnée» , on trouvera l’ intégrale de la différen- 


tielle propofée au commencement de ce mennoire , po- 

q 

urvû qu’ on puifle refoudre le polynôme quelconque * + 

b x +*cx 2n +*c fx* n *r &c. en binômes ou trinô- 

mes d* une ou de deux dimenfions . Car par cette refolution 


la différentielle 


x s dx 

X 


d’ ou dépend T intégration de la pro- 

x s d x 


pofée p Jî ( 6 . 7.) . aura la forme de la fraftion ÿ ^ 

4 

XIV. Or le célébré Mr. Gabriel Manfredi a donné dans 
les journaux de Venife , & dans le premier tome des Com- 
mentaires de l’Academie de 1* Inflitut de Boulogne une mé- 
thode generale pour refoudre le binôme quelconque x b 
en binômes ou trinômes d’ une ou de deux dimenfions . 11 
aurti donné dans les mêmes ouvrages la méthode pour refou- 


dre le trinôme x 2 "*- m • a*. , dans le quel m « eft une 

2 n • f 

quantité quelconque confiante & réelle , « une quanut 
auffi quelconque confiante , réelle & pofiuve . D ou il fuit 

que le trinôme quelconque x 2 "-* bx” -H c peut toûjours 
être refolu en binômes & trinômes d’une ou de deux dimen- 


fions . Car fi 1* on fait b = ma, & e = « » ce qui eft toû- 

jours poffible , quand r eft une quantité pofiuve ; Je trinô- 
me propofé aura la même forme que celui de Mr. Manfredi . 
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Et fi c eft une quantité négative , en forte que le^trinome 

foit x 2 %- &x*— c ; on le refoudra d’ abord en deux bino- 


n "t - b 

mes x 



b — k' bb -H 4C 

& x - >qu’ 

2 


on divifera enfuite en binômes ou trinômes d’ une ou de 
deux dimenfions . 

Melfieurs Jean Bernoulli & Jacques Herman ont aulïi très 
ingenieulement travaillé fur la refolution des trinômes & 
des quadrinomes dans les aftes de Leipfik de I7 1 - 9 * & dans 
le vi. Tome des Commentaires de l’Academie de Petes- 
bourg , a l’occafion d’ une problème propofé par Mr. Tay- 
lor a tous les geometres non Anglois ; problème qu’ ils re- 
folurent 1* un & 1* autre . On trouve encore la refolution 
generale des binômes , des trinômes , & des quadrinomes, 
avec beaucoup de beaux theoremes fur toute cette matière , 
dans un ouvrage de Mr. de Moivre imprimé a Londres en 
1730. fous le titre de Mifcellanea analytica de fer iebus is* 
quadraturis , Il y démontré entr’ autres choies le fameux 
thcorême , que Mr. Roger Cotes avoit donné fans demon- 
ftration dans fon excellent ouvrage de barmonia menfurarum 
imprimé en 172 2. , pour trouver les fafteurs du binôme ge- 
neral par la divifion du cercle en parties égalés . 


XV. Les binômes , trinômes , & quadrinomes quel- 
conques peuvent être refolus en binômes ou trinômes d’ une 
ou de deux dimenfions . On peut voire la demonftration de 
cette propofition > quant aux binômes & trinômes , dans 
les auteurs que je viens de citer . Celle de la refolution du 
quadrinome eft fort aifée > la voici . Soit le quadrinome quel- 
conque x^M« bx H* c . Qu\on fafle x :s: x j & qu* 

enfuite, ayant fubftitué x aulieu de x > on confidere le qtlft- 
drinome 7} bx H* c comme égal a zéro . On aura 


I 


t 


ï 4 


M 


M O 


ü 

t 


\ 


j 2 _ , _ ' 

par la une équation du troificme degré z D ■+■ b z 

zzz o , qui aura toujours au moins une racine réelle 1 ■+■ e > 

ou x” «H « , qu’on pourra trouver par le calcul , ou par con- 
flruflion géométrique , & par la quelle on pourra divifer 
exactement T équation , ou le quadrinome propofé , & le 
^fefoudre ainfi en un trinôme ôc un binôme . Puis donc que 
tout binôme , & tout trinôme peut être refolu en binômes ou 
trinômes d’une ou de deux dimenfions ; tout quadrinome 
pourra aufïi etre femblablement divife . 

XVI. Tout quinquinome peut être divifé en binômes 
ou trinômes d’ une ou de deux dimenfions . Car foit le 


4» 


,S n 


2 n 


n 


quinquinome quelconque a; bx ■Hf. 

Qu* on le change en une équation du quatrième degré, en 


faifant x^zz: z > & cette équation 


, 3 . 


ai" "t* bz *4* ci 9 ** 

e =r o aura fes quatre racines réelles , ou deux feulement, 
ou elles feront toutes imaginaires . Si elle a des racines réel- 
les , ou pourra toûjours les trouver par analyfe ou par con- 
ftruftion géométrique, & divifer 1* équation par ces racines 
ou par leur produit , & la refoudre ainfi en binômes ou tri- 
nômes , dans les quels on remétra x* au lieu de z j en fuite 
ces binômes & trinômes pourront etre refol us en binômes 
ou trinômes d’ une ou de deux dimenfions [i p] . 

Si P équation z* 9 ** az* «H bz *** cz**c zz.o n’a point 
de racines réelles , qu’ on en ôte le fécond terme par la mé- 
thode ordinaire , en faifant z zzz y — . -I a , & qu’ on la re- 

duife par la a une équation de cette forme • 

y ^ g J hy o . 

Qu’ en fuite on égalé chaque terme de cette derniere équa- 
tion a chaque terme correfpondant de celleci . 

4 . 2 

y -*■ ppqy - 4 - rr 

*** 2T wifmq ° ' for- 
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formée I f par la multiplication des deux trinômes 

— q - q 

y 2 — y P — q •+* r — \S — q 

êcaiiiHII® par la multiplication des deux trinômes fuivans 

2 . . i , p 4 i 

y ■+■ w > -f* — p p q-r* r — + — w w 

3 » 2 

2 I p q 

> ~-m y p p q**r Y - m m 

2 m 2 

dans les quels w — k'' — \ ppq—ir w^m^^q -+• v/ï/» 1 ?-*" 2r) 1 
Et l’on aura trois équations , feavoir g ss /> 2 r , b~ 
2pq . Et k ~ rr q y par les quelles on trouve qzzk — rr , 
b 3 2 

p 32 — , & 8 r — 4 -gr — 8 fer -H 4 kg — b b — 0 . 

2 k — 2rr 

Cette derniere équation étant du troifieme degré donnera 
aumoins une valeur réelle de r a pofitive ou négative ; & par 
confequent on trouvera auffi des valeurs réelles de q & p par 

y 

les équations qssk — rr 9 Scpsz — - ■ . S* il arrivoit 

2k — 2rr 

que rr futszk» & par confequent qszo, b~o , ôcgsz2f ; 

T équation y*+*gy 2 **by k 3C0 deviendroit y^-^arj 2 

•H rr 0 > qui eft le quarré du binôme r . 

Ayant trouvé les valeurs réelles de p , q , r , il faut les 

fubftituer dans les deux trinômes > dont le produit eft y* 

P P î > 2 *^* &c- > en faifant attention que ü j eft une 
ir 

quantité négative , on doit fe fervir des deux premiers tri- 
nômes j & fi q eft pofitive , ou doit fe fervir des deux der- 
niers trinômes ^ dans les quels pour lors la quantité m fera 
toûjours réelle , & par confequent les autres confiantes fe- 
ront auffi réelles . Si 


:) 


i 

$ 

P 


*• 


Mémoire 

Si apres ces operations on remét dans les deux trinômes \ 

dont on fc fera fervi , z -H ± a aulieu de y , & x* aulieu de 
Z > on aura deux trinômes faveurs du quinquinome propo- 
fé j & ces trinômes fe pourront enfuite refoudre en leurs 
binômes ou trinômes d’ une ou de deux dimenfions [ i p.j 
Donc &c. 

Exemple . Soit propofé le quinquinome a? "H 3 x 4 ? 

W fj 4 j 

2X 2 > ou > ayant fait a: ~y, 1’ équation y 
2 y 2 = 0 . 

En comparant termes a termes cette équation avec la 

formule generale y 4 * *■ £ y bj fe = 0 , on trouve £ = 3, 

^ = 2 > k =: 2 , & 8r ^ — ï 2r 2 — 1 <?r «H 20 — : 0 ; d’ou l’on 
tire rs 1 , ou r — 1 :r 0 ; & en divifant cette équation 

par r — 1 , on à pour quotient 8 r* — 4** — 20 = 0 > qui 


^ 4 i 


> & r = - 


— ✓41 


donne r — — 

4 . 4 
Si l’on veut fe fèrvir de la première valeur de r 35 1 , on 

trouvera ^ — rr n 1 , & ^ — 1 , & par ceque # eft un 

nombre pofitif , il faut employer les deux derniers trinômes, 

qui par la fubftitution de au lieu de y , & des valeurs de 
r y Q y P > fe changent en ceux-ci 

2 n IO-4-2 ^41 . *" 2 

x ■*“ - -4^ IL - 

2 4 jo»H2 1^41 


2» * 

X — 


^ — I©-H2 ^41 . *** 2 


I^—IO -H 2 ^41 


I «H 1^41 

Si on prend la fécondé valeur de r 5^ ■ on trou- 


vera 


i 
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i 7 


— ! O 2^41 ^ 10 

vera q zz — > — qzz: 


2 l^ 4 i 




— \6 


1 6 2 

; & en fubftituant ces valeurs dans les 


10 2 41 

premiers trinômes , a caufe de q négatif , on aura ceux-ci 


n 


x 


2 n 


— 4 .v 


/41 


to 


2 41 


l/io ^2}/ 4 1 




2 » 


4* 


I -H ^41 —^10 -*-2 1^41 

' ~ 


l<^io 2 l^ 4 I 4 

qui conviennent avec ceux qu’ on a déjà trouvés par la pre- 
mière valeur de r zz 1 • On pourroit auffi le fervir de la troi- 

* , 1 — ^41 

fieme valeur de r zz - • 

4 

On trouve dans la ni. partie du il. Tome des Commen- 
taires de PAccadcmie de P inftitut de Boulogne un autre 
méthode generale pour refoudre les équations du quatrième 
degré en trinômes de deux dimenfions . Mr. Gabriel Man- 
fredi , autheur de cette méthode , m’ en avertit , Forfque je 
lui communiquay ce mémoire manuferit pour le prier de 
I’ examiner & de m’en dire fon fentiment ; il eut de plus la 
bonté de m’ envoyer cette troifîeme partie , que je n’ avois 
par encore vue . Sa méthode eft fort ingenieufe , mais bien 
differente de celle que je viens de donner pour refoudre les 
quinquinomes . Il V applique a cette équation 
.4_i_ } - 2 2 1 7 a* 


x 


'4 a x 


2 2 
>7 a x * 


qu’ on refout d’ une maniéré fort courte par la mienne Car 
ayant fait x — y— <t y l’equation propofée fe change en celle-ci 

_ 4 _ 


1 * 1 4 

— 6ar y «H ~ a =: 0 


la 


1 8 Mb moirb’ 

la quelle étant comparée termes a termes avec la formule 

generale y 4 -*- o y 2 "** b y k ~ o , fournit ces quatre equa- 


fc> 

rions 


g = aa , b — — 6 a J , k =: Ü 4 4 , Sc 8r* — 44V 

4 

4 6 

— 62a r— fa 0 . Cette derniere équation cft divifible 

2 4 

par 2 r « 4 * 74 4 = 4 , & le quotient eft 4 r r — 1 24 r — 4 


rv „ . — f 44 _ 34^4*^10 

= e . D ou 1 on tire r = > & r ss 


En 


. r — J*44 

le fervant de la première valeur de r rr . , on trouve 


— 2 
a 


. Et pareeque q eft pofitif , il faut 


?= — , &/>= 

2 

fubftituer les valeurs trouvées dans nos deux derniers trinô- 
mes , qui fe changent par la en ceux-ci . 

344 

— 1— 4 


2 " . 344 -H 44 ^IO^_ 

y y aa w+mna IS r rt <+* ■> _ 


2 

2 


244 


44 k'iO 


' 344 «H 44 \ O 


344 




XVII. Tout fextinome peut fe reloudre en binômes ou 

trinômes d’ une ou de deux dimenfions . Car le fextinome 

fn. , 3 « . 2« n , r , r 

x •+• 4* ^r*cx / étant propole > 

qu* on fuppofe x — z, ; & par la fubftitution on le change- 
ra en cette équation du cinquième degré 1? ai? •"** bz^ "H 
ci ; 2 »H ez f — 0 , la quelle aura au moins une racine réel- 

le > comme a. b , ou >: "H b , qu on pourra toûjours trou- 
ver par T analyle ou par la geometrie » Or fi l’ oh divife le 

. fcxti- 
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fextinome par le binôme trouvé x b , le quotient fera 
un quinquinomc . Donc puifque le quinquinome [16J Sc le 
binôme [1 r] peuvent toujours être refolus en binômes eu 
trinômes d’une ou de deux dimenfions , le fextinome pourra 
toujours être refolu en binômes ou trinômes d’ une ou de 
deux dimenfions . 

XVIII. Les feptinomes & les o&inomes peuvent toû- 
jours être refolus en binômes ou trinômes d’ une ou de deux 
dimenfions . Car on voit aifement qu* on peut par la fubfli- 

j» 

tution de X aulieu de x réduire le feptinome a une équa- 
tion du fixieme degré > 3 c 1’ oéHnome a une équation du fe- 
ptieme ddgré . Et puifque les équations d’ une nombre im- 
pair de dimenfions ont toujours au moins une racine réelle , 
fi P on divife P équation du feptieme degré par fa racine réel- 
le , on la réduira aufli , comme le feptinome , a une équa- 
tion du fixieme degré • Il fuffit donc de démontrer ici > que 
P équation du fixieme degré peut toujours etre refoluë en 
deux autres équations réelles , P une de quatre > & P autre 
‘de deux dimenfions . 

Que cette équation du fixieme degré , apres en avoir ôté 

le fécond terme , foit 

6 . 4 . , 2 7 

x H- az «r» bx ex n z -4* e = 0 

Et les deux équations , dont elle eft le produit , foient 

4 2 2 

X — mz J nx px 9 ^ qrszo 
2 

Z "HW; «Hr r= 0 
dont le produit efl 

6 y. 4 , 3 . 2 , 

Z —ms -t-«* -fpz’+qz -t-mîs ^ # 

■H m — mm ■+ • mn mtm mp ^ rp 

r — rm -H m 

Maintenant pour déterminer les quantités m , n , p , q , r , 

qu’ on compare ce produit avec P équation x ^ax*^ Sec. 

C 2 en 
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en égalant tous le termes correfpondans ; ôc Ton auraparlà 
cinq équations , feavoir > i. ere r — mm — <* • 2. c p^ 
mn — rm — b . 5 . c q *4- — r . 4 / /;;</ rp — d . 

de yp rqzzzc» On trouvera par la première fl “ <* ■+“ ww 
— r ; & ayant lubfiitué cette valeur de » dans les autres 
équations , on trouvera p 3 r la ièconde une valeur de p , la 
quelle étant fubflituée dans les équations fuivantes , on 
trouvera par la troisième un valeur de q , qu’ onfubftituera 
de même dans la quatrième & dans la cinquième . On aura 
par là trois équations fimples pour déterminer les coëfficiens 
n , p y q ; 6c [ a quatrième & cinquième équations feront 

La 4 -* cm — bm 2 H" am ^ — ^rrrfi — 2 arm H" 3 rrm 
■H r b~ d . 


y „ , . 2__ 4 22 2_. 3 

La y P cr—brm arm "H rm — m — «r «Hr — 

On trouve par la quatrième équation $rrm~d—cin 
■*" bm 2 — am} — 4rw^ H* 2 arm — rb , & rrs 

2 3 c 3 

d—cm^bm — am°— m J ^" 4rm D ^* 2arm — rb 


. . En fub- 


3™ 


ûituant ces valeurs, aulieu de 3 m» & de rr, dans la cinquiè- 
me équation , on aura pour déterminer r l’ équation fimple 

^Sam — 4&3W frw -4- rt m — yrfw — b m -r 

6cm 2 4 m abm 

acn? —9cm 2 — adm* 4- r£;» — . _ „ r , n . .. 

- • Enfin fi 1 on fubmtue cet- 

—3 dm—bb 

te valeur de r dans la quatrième équation , on la changera 
en une équation de dixfept dimenfions , dans la quelle il n y 
aura qu’ une inconnue m ; & 1 * on trouvera que les deux 
derniers termes de cette équation s’ evanouiflent , & qu’ 
ainfi étant divifee par mm , elle fe réduira a une équation 

de quinze dimenfions m 1 4am* ibm 1 2 &c. sr t . 

Or 


u 

le 

d 

c 

r. 

( 

1 

< 
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Qr cette équation étant de dimenfions impaires , a toujo- 
urs aumoins une racine réelle , qui donnera une valeur réel- 
le du coefficient m ; & par la fubftitution de cette valeur 
de nt dans les autres équations fimples trouvées ci deflus , 
on aura auffi les valeurs réelles des autres quantités r > (7 >p 9 


n. Donc 1* équation z -4* az b Z "H cz dz f — 0 • 
fera refolue en deux autres équations réelles , 1 une de deux, 
de T autre de quatre dimenfions . Et fi 1’ on remet dans ces 
deux équations la valeur de Z > le feptinome propofé fera re- 
folu en un trinôme & un quinquinome , les quels ( 1 y. l£-) 
pourront toujours etre divifés en binômes ou trinômes d 
une ou de deux dimenfions . On aura donc de cette manié- 
ré la refolution du feptinome & de l’ oélinomc 9 q u on 
cherchoit . 

XIX. Il fuit de tout ceque nous avons établi Jufqu’ ici, 
que les quadratures du cercle & de 1’ hyperbole étant don- 
nées , on peut toujours trouver V intégrale de la fraflion 

x s d x 

. , lorfque le dénominateur efl un binôme , ou un 

K 

trinôme , ou un quadrinome , ou un quinquinome, ou un 
fextinome, ou un feptinome , ou un oftinome quelconques , 
ou le produit de ces polynômes multipliés cnfemble , ou me- 
me lors qu’ il efl compofé des puiflances de ces polynômes , 
dont les expofans font des nombres entiers . 

XX. Cette induélion donne lieu de conje&urer avec 
beaucoup de vrayfemblance , que les quadratures du cercle 
ôc de P hyperbole étant fuppofées , on peut toujours trouver 

t ^ 

P intégrale de la fra&ion — ; & par confequent que la 

K 


pdx 

fraélion *, 

* 


propofée au commencement de ce mémoire , 


peut toûjours s* intégrer par la quadrature des ferions coni- 
ques [tf. 7.] Mais comme le raifonement fondé fur cette in- 

duftion 
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22 Mémoire- 

duélion n’ cft point dcmonftratif, je vais propo/èr quelques 
theorcmes , qui pourront être utiles dans la recherche de la 
rclolution generale de tout polynôme en binômes ou trinô- 
mes d'une ou de deux dimenfions, recherche pénible a caufe 
de la longueur des calculs , qu’ elle demande . 

XXÏ. On voit aifement par la méthode , dont nous nous 
Tommes fervi Jufqu* ici, que fi Ton peut démontrer que toute 
équation rationelle ôc réelle , c’ eft adiré , dans la quelle tous 
les expofans de l’ inconnue font des nombres entiers pofitifs, 

& les coëfficiens de chaque terme des grandeurs réelles , peut 
être refolue en équations réelles d’ une ou de deux dimen- 
fions , tout polynôme pourra aulïi être refolu en binômes ou 
trinômes d’ une ou de deux dimenfions . Ainfi nous ne trai- 
terons dans les theoremes fuivans que de la refolution des 
équations rationelles & réelles en équations réelles du pre- 
mier ou du fécond degré . 

XXII. On feait aufli par les réglés de P analyfc , que 
toute équation d’une degré impair , comme de 3 , y , 7, 9 » 
liôcc. dimenfions, a au moins une racine ré*elle , qu’on 
peut toujours trouver ou par le calcul , ou par quelque con- 
ftnuftion géométrique ; ôc qu’ ainfi ce fortes d’ équations 
peuvent toujours être divifées par cette racine réelle, & ré- 
duites par la aux équations qui ont un nombre pair de di- 
menfions . Il ne nous refte donc qu’ à confidercr les équa- 
tions paires , c’ eft adiré de 4 , 6 , 8 , 10 , 12 > 14 > 16&C. 
dimenfions . 

XXIII. C’ eft encore une réglé très connue dans 1’ ana- 
lyfc , qu’ une équation quelconque à autant de racines Ôc de 
dimenfions , qu’ il y a de valeurs de P inconnue capables de • 
fatisfalre aux conditions de la queftion ou du problème, 
d’ou P on à tiré cette équation . 

XXIV. Enfin il eft démontré dans la doctrine des com- 
Vmaifons , que fi l’on à plufieurs quantités a, b, c , d, e,/&c. 

1 combiner enlemble , & que le nombre de ces quantités 
foit nommé « , ÔC Pexpofant de, la combinaifon , c’ eft a dire 

le 
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le nombre de ces quantités priies cnfemblc dans chaque 
combinaifon , foit appellé r , & le nombre des combinailons 


011 aura 


9 = /a. 1 » . fi— g . p — 4 &c. de 


1*2* 3 • 4 * 5"* 

forte qu’ il y aura autant de termes & dans le numérateur 
& dans le dénominateur de cette fra&ion , qu’ il ya d’ unité* 
dans T expofant v . 


XXV. Ce* lemraes étant fuppofés , je dis , que fi on 


f* JU «« J 

veut refoudre une équation quelconque X ■+* <*z~ "H 
. fi — 2 f * — ? 

£z ■+• rz J -h&c. si? en deux autres équations 
quelconques 


• » . » — 1. A »— 2 . *—3.0 

5 : -4-wî: -T- -f^z J -*-«3cc. = 0 

t * — ». ^ — » — i âj t — 2 _ a *—» — 3 

Z -t-r* -H/; -WZ J -*-&c. = 0 

dans les quelles nt 9 p 9 q , r 9 J, t 9 &c. font les coëfficiens 
indéterminés qu* on cherche 9 le produit de ces deux équa- 
tions fera 


t *. V — 1 ... A*— 2 . /*— 3 B 

Z WZ -^z -H^z * -f" &C. Œ 0 
■+“ r w rp 

-H / -H rw 

/ 


& en comparant termes à fermes ce produit avec 1* équation 
propofée , on aura les équations w 4 rr<«. p rw «H j 
“ b . 4 H - » rp jw H* / — c. &c. par les quelles on trou- 

vera des équations fimples pour detetminer les valeurs des 
coëfficiens r 9 s y p 9 q , 1 9 &c. , & le coefficient m fera dé- 
terminé par une équation d' autant de dimenfions qu* il y à 

d unités dans la quantité £ - — — — 5 

1 • 2 • 3* 4 * y • &c. 

en forte que fi 1* équation par la quelle on détermine le coëf- 

fteient 


•)> 

I 
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•a 
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zz o , on aura 


24 

Scient w , eft w ■+■ bm l "^km ~“ 2m * m lm ^ H" &c. 

i 

p • p ■ \ . p _ 2 . |C4 3 . /te 4 &C. 

1.2. 3 . 4 • T *&c. 

Car P équation ?/* "4" az^ * &c. zz: 0 à au- 

tant de racines , qa* il y a d* unités dans 1* expolant p i & 

P équation ;» ^bm 1 ■+■ few 2 H* &c. zr o à autant 
de racines , ou de dimenfions , qu’ il y a de valeurs de m 
capables de fatisfaire au cas propofé (23.), ou qu’il y à d’u- 
nités dans l’expofant 9 . Or fi on defigne par c , d , c if, Sec. 

les racines de 1 * équation t?* - 4 - 2 •+• Scc. 

Z r 0 ; & fi dans 1’ équation * "¥*wz 

• % 9 

rz 0 1 ’ expolant t sr 2 , alors puifque P équation m 

y »• I p mmmm 2 

bm "f - kw -H &c. “ 0 , par la quelle le coefficient 
w eft déterminé , doit fatisfaire a toutes les combinaifons de 
racines c , d , c , /, j , &c. prifes deux par deux pour en 
former des équations du fécond degré , il y aura dans cette 


— 1 


9 — 2 


dernier équation m H* bm x km' *■+■ &c zr # autant 
de valeurs de w , qu’ il y a de combinaifons des quantités 
0 » d , e , &c. prifes deux par deux ; < 5 c par confequent 
le nombre des valeurs de m , ou des racines , & des dimen- 


fions de cette équation fera 


t * . P — 1 


= 9 (24.) 


1.2. 

On démontrera de même , que fi t = 3 , on aura ? zz: 

p.p — i.p — 2 p.p—i'U—i.t*—! 

; fi t — 4 on aura 9 zz — 


2 . 


I. 2. 


3. 4» 

& ainfi de fuite . On aura donc généralement r ~ ^ ' ^~‘ ï < 

1 . 2 . 

F— 2 . M— 3 . J*— 4 • &c. 


à* . : 4 


y . &c. 


XXVI. 
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' XXVÏ. Si les équations de huit dimenfions peuvent ie. 
refoudre en équations réelles d’ une ou de deux dimenfions, 
toutes les équations de P» io,ii>ï 2 >i$>* 4 j * 1 ï * 1 

menfions pourront aufli être refoiues en équations une ou 
de deux dimenfions . Il fuffit de démontrer cette proportion 
pour les équations deio,i 2 *&i 4 dimenfions (22.} r 

IO. 9 

I. Si 1 * on fuppofe on aura 

I “JL 

3= 4 JT- (2 f) i & l'equation rn "H bm "t* km "h &c. 
~ 0 léra d’ un degré impair , & par confequent elle aura 

. <*■ **— r 

au moins une racine réelle (22 ) , & l’equation z *Pmz 
•H pz “~ 2 Scc. zr 0 fera changée en une équation réelle 

du fécond degré , fcavoir , z p = 0 > C 2 !] > P ar 

la quelle 1 ’ équation z 10 ** 1 » a z 9 ^bz* "i"âcc. = 0 pourra 
être divifée , & réduite ainfi a une équation de huit dimen- 
fions . Donc on pourra la refoudre en deux équations , l’ une 
de huit , & l'autre de deux dimenfions . 

il. Si l'on fuppofe #*=12, &«* = 4; ou aura * = 

12. 11. 10. p ’ . V» . i> -V* 

sr 4 Py> nombre impair. Donc 1 équation 

x. 2. 3. 4 . 

de 12 dimenfions pourra toûjours être divifée par une équa- 
tion réelle de 4 dimenfions , de réduite, par là a une, équa- 
tion de huit dimenfions . Ainfi elle pourra toûjours être re- 
folue en deux équations réelles , 1' une de huit > & l’ autre 
de 4 dimenfions . 

. ni. Si )* on fuppofe f* =14 » & t 5— 2*; on aurà 

* * « 

— - zr: pi nombre impair . Par ou l’on voit que l ? equa- 

1. 2. 

tion de 14 dimenfions peut toûjours êtrë refolue en deux 
équations réelles , l’une de deux , & l’autre de 12 dimen- 
fipns i & par le cas precedent 1* équation de 1 2 dimenfions 

D peut 
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peut toujours être refolue en équations de huit ,ÔC de quitre 
dimenfions . Donc l’équation de 14 dimenfions peut toujours 
être refolue en équations de 8 , de 4 & de deux dimenfions. 

Donc le$ équations de te> , 12 , A: 14 dimenfions peuvent 
toûjours être relolues en équations de huit* de 4 ou de deux 
dimenfions ; Sc ainfi puifque les équations de 4 dimenfions 
peuvent fe refoudre en équations réelles de deux dimenfions 
, fi les équations de huit dimenfions peuvent lufli le 
refoudre de la même maniéré } les équations de 10 , 12 , & 
14 dimenfions pourront toujours être refolues en équations 
réelles d’ une ou de deux dimenfions . 

XXVII. Si les équations du 8.* Sc du i 6 . e degré peu- 
vent fe refoudre en équations réelles du i* ou du 2.* degré, 
ou pourra auflfi refondre de même les équations depuis le 16.* 
degré jusqu’ au 31 inclufivement . Il fuffit (2 2) de démon- 
trer ce theoreme pour les équations des degrés pairs 18, 
20 » 22 , 24, 26 , *8 , 30 * 

1 8. 1 *r 

Or fi 18 » & T == 2 ; on aura* — — = -0- l 7* 

î. 2 


nombre impair . 

20. t 9. iS. 17 _ 

Si M s: 20 , & ** — 4 ; on aura * = — ~~ — I* 

1 • 2- 3* ^ 

t.9. 3. 17. nombre impair. 

Si A*— 22, & ♦ — 2 j <m aura*ïs iL-L- ss iï- **• 

2 

«omfcre impair -. 

24.2 3. 22-21.20. i5>.iS.i7 

5 * Ms:* 4, Sc tzs# joa aura - ~g 

ï. 2 . 3- 4- y- *• r 


3. tf* 1 1* ip. 3. 17. nombre impair 


on aura *zr 

nombre impair . 


26. 2 r 
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. s ; a8. 27. 26, ? f 


Si #*=28, &* = 4 J on 


aura y == 


I. 2- 


S* 4 

$0. 20 


=c i;. 


t. 


:\ 


o. 12.27. nombre impair. 

■ r . * . -V . - . . 

Enfin fi Mes 30, = on aura * s: 

2 p. nombre impair * 

• On aemontrera aifement le theorerae propofé par ccqui 
vient d’ être établi, en raifonnant comme dans la démon- 
ftration du theoreme precedent (26) . 

XXVIII. Si on peut refoule les équations de 8 , x 6 , & 
32 di mentions en équations réelles du premier ou du fé- 
cond degré j on pourra aulïi reloudre de même les équations 
depuis le ^ 2 * degré Jufqu’ aü 63 ** inclufivement . Ce theo- 
reme Ce démontré comme les deux precedens f en failànt 
feulement attention > qu' il faut égaler t a la plus haute 
puiflfance de 2 , par la quelle (* puifle être divifé fai^ relie / 
Par exemple dans les cas deMsc^j^deMsrf^, il taut 
fuppofer » = 8 > & dans le cas de t 1 = 48 > il faut fuppofef 
»= 16 . " ‘ 

• • t 

XXIX* Et generalement , fi les équations des degrez 
4. 8. 16. 32- 64. 128. 2 ;6. & c. peuvent fe refondre en équa- 
tions réelles du premier , ou du fécond degré , toutes les au- 
tres équations pourront auffi Ce refondre en équations réelles 
d* une ou de deux dimenfions . li foifit pour démontrer 
cette propoli tion generale de faire voir , que la quantité 

fl.ft— I .** — 2 .Mjr-J.fé— 4 &C. . -u\, 

- . ou la quantité — X 


I- 2- 
t * — I 


I* 

A * — 2 


4 * 

!“-*3 


T* dce. 

^ M — 4 


&c. > dans la quelle * ex- 


„ _ X 

t-»I •- ^2 ^-^3 

prime le plus grand des fafteurs i. 2. 3.4. y. dcc. eft un 
nombre entier & impair > lorfque * étant une puilTance de 

v D 2 2 , ou 
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2 , ou un terme de la progreflion 2. 4. 8. 16. J2. 64* &cc. 


- eft un nombre impair . Or 
1 . Il eft évident que la quantité 


f*.# 4 — I • P — 2. f 4 — 1 - 


I. 2. J. 4 * 

** *- e ft U n des coëfficiens numéraires des termes d’ ufl 

T* &c. , v u 

binôme , comme 4 b , ele vé a la puiftance t* ; car (* -H 

fi . fi f*—i , . M. M— 1 !.*•-* 

= 4 "jm-a 0 H* — — — » 0 

1 1. 2 1.2. 3 

,*‘- 3*3 -t- 1 * **— 1 **—*• **"~3 Z ” 4 * 4 H* &c. Mais 

K 2. 3. 4 

lorfque P eft un nombre entier , tous ces coëfficiens font 

fl. Al— I . f»— 2. 

auffi des nombres entiers . Donc la quantité 


1. 2. 


3 - 


£~3 *- 4 &c ~ , dans 1, quelle on fuppofe que f* eft un 

4- T «ce. 

nombre entier , eft toujours un nombre entier . 

il. Si P on fuppofe que eft une puiftance de 2 > dont 

P expofant foit un nombre entier r > & que — ou ft>it un 

nombre impair quelconque ; on pourra exprimer ce nombre 
impair par 2»«4 *i , en fuppofant que » eft un nombre entier 

quelconque , ou zéro . On aura donc £ s ^ — 2 n * 

& par confequent M zr 2 2 5 & ® n fubftituant ces 

.'fl f Am ^ 1 y f* - " 2 )( 

valeurs de * & de * dans la quantité “ X ? T* - ? 

t r— x f - z 

' • su-3 


f* 
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X 

L , &c. on la changera en celle ci 

*-5 


r-H i . f 
2 «H" 2 — 


r-**l . . 

2 n •*- 




- X&c. 


r 

2 —3 


r — 2 
2 — I 


Or tous les numérateurs , & tous les dénominateurs de 
ces frayions font des nombres impairs ; & par confequent 
le produit de tous ces numérateurs & le produit de tous ces 
dénominateurs font aufïi des nombres impairs ; d’ ou il fuit , 
que le quotient de la divifion du produit des numérateurs 
far le produit des dénominateurs eft un nombre impair . 

~ — I .f*— 2 .#*— 3 #*— 4.&C. . 

Donc la quantité — ■ ■ dans 

T. 3.*— 4.&c. 

les fuppofitions que nous avons faites , eft un nombre entier 
& impair . 

XXX. Il fuit de la , que fi 1* on peut refoudre les poly- 
nômes de y . .9 . 17 • 33 • * J • 129 • &c. noms ou termes 
en binômes ou trinômes d’ une ou de deux dimenfions ; on 
pourra refoudre de même tous les autres polynômes . Car il 
eft très facile de démontrer que les polynômes , dont les 
nombres de termes , ou noms , font y. 6 . 7. 8. 9 . 10. 

1 1 . &c. , fe reduifent aux équations , dont les dimenfions 
refpe&ives font 4. y. 6. 7. 8. 9 - 10. &c. (jJ* *6. I 7* 18. 21.J 

XXXI. Si les équations , aux quelles on a réduit les 
polynômes 3 ont quelque racine réelle $ on pourra toûjours la 
trouver par raoalyfe > ou au moins par quelque conftruftion 

i geo- 
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gcomctriquç . Par confequent fi une équation du 8. e degré 
a quelques racines réelles , on pourra toujours la refoudre 
en équations réelles du i* ou du 2. e degré ; fi une equatioo 
de i 6 dimenfions a quelques racines réelles , on pourra toû- 
jours le refoudre au moins en une équation du 8. f degré & 
efi d’autres équations du i.* ou du 2 * degré ; de même fi 
une équation du 32.* degré a quelques racines réelles , on 
pourra la refoudre en équations du 16 * > 8.% 6c 1. ou 2. 
degrés , 6c ainfi des autres r Cela le comprend aifeme°t P*f 
ce qui a été démontré ci deflus . 

XXXII. Si uneequatjon du 8.* degré n' a pçint de ra- 
cines réelles , 6c qu’ on veuille la refoudre par la méthode de 
l’article 2 y. en équations réelles du premier ou du fécond 

degré j en faifant r 2 , on aura ?lZ 28 . C’ efi 

1. 2 

pourquoi 1’ équation par la quelle on déterminera le coeffi- 
cient «m , fera de 28 dimenfions j 6 c fi cette équation du 28 
degré a quelques racines réelles (comme il y a lieudecroi- 
re qu’elle en aura toujours Art. 1 9. 20. )} on pourra refou- 
dre l’equation du 8. c degré en équations réelles du i* e QU 
du 2.^ degré . On pourroit auffi fuppofer * =: 4 ; & £ ' anS 

cas on trouveroit ^ 1 — 70. Mais fi la fuppo* 

1. 2. 3. 4 

fitlon de v s 2 ne donne rien > celle de *=r 4 ne donnera 
rien non plus $ ainfi elle efi inutile . 

XXXIII. De même fi une équation du 16* degre n a 
point de racines réelles , & qu* en veuille la refoudre par la 
méthode de l’article 2y en équations réelles du *• oUi ' 

• t.' . . • • • > 

degré 1 en faifant » an 2 , on aura r =r i£lil=s i2°- ^ 

• 1. 1 . 

cl e dépendra ,d’ une équation de uo dimenfions» P 1 * a 
quelle le coë&cient w fera déterminé . Si on fuppefe 

oji auraT'Æ.ôooS i fi 8 * on aura ras 1*87*. 
dexmeres fuppofitions font inutiles . ° D 


sur le Calcul Intégral. j* 

On voit bien qu* on peut continuer ces theoremes , ou 
corrollaires , tant qu’ on voudra . 

XXXIV. Toute équation > dans la quelle le premier & 
le dernier termes ont des fignes contraires , a quelque raci - 
œ. reelle . Car (oit l’ équation quelconque 




x 


'l XX 


*4* SX — t ST 0 


dans la quelle J* eft un nombre entier pofitif , *4* le pre* 
micr terme pofitif, & — . t le dernier terme négatif. Qu’on 
luppoie xy~(, cequi eû une équation a une hyperbole en* 
trc les alymptotes , dont les coordonnées font a? & y j & l’on 

aura x^^ax** • . r 

^ ox sx — xy , & divifant 

par* i on aura ~ 3 

équation a une courbe parabolique » «bot la quelle C i' on 

fuppo&* = ;»,onauraj-3ïi5 & , = fir = ,. Mais fi 

1 on îuppoie que x devienne infinie , on aura 
efl a dire que y deviendra suffi infinie . Donc fi l’on cabine 
emembie ce deux courbes , en forte que les abfcifTes * leur, 
oient communes , la parabole coupera necetfairement 1’ hy- 
perbole ; puifque F ordonnée, s’ évanouit dans 1’ hyperbo- 
e, orlque 1 ablcifiTe x devient infinie, & qu’ auooutraire 
ordonnée , devient infinie dans la parabole , brique 1’ a- 
blcifTe x devient infinie , & que 1’ abfciflé * s’ cvanouiïTant , 

I ordonnée, devient infinie dans l’ hyperbole , & s’ évanouit 
ou elt finie uans la parabole . Dune ces deux courbes ainfi 
combinées auront au moins une ordonnée commune , qui 
pafTera par le point de leur interferiion , & V abfciflb corres- 
pondante a cette ordonnée fera une valeur réelle de x , quj 

fotisfera a i’ équation propofée x* -4- ax 1 * 1 

H* j* — r . Donc cette équation aura au moins une 

racine réelle . 

XXXV. Et Ipar ce qu* une équation d’ un nombre pan- 
ée dimeaôons ue peut avoir moins de doux racines réelles , 

fi elles 
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fi elles ne font pas toutes imaginaires ; il fuit de ce que nous 
venons de démontrer , que les équations paires , dont le 
premier & le dernier termes ont des lignes contraires ont 
toujours au moins deux racines réelles . 

XXXVI. Donc une équation quelconque de 8 diraen- 
fions , dont le premier & le dernier termes ont des lignes 
contraires , peut toujours être refoluc en équations réelles 
d’ une ou de deux dimenfions [31]. D’ ou il fuit encore , 
qu’un polynôme de neuf noms ou termes (qui peut tcûjours 
fe réduire a une équation de 8 dimenfions) dans lequel le 
premier & le dernier termes ont des fignes contraires, pour* 
ra toûjours être refolu en binoraes.ou trinômes d’ une ou de 


deux dimenfions . 

XXXVII. De même une équation de 1 6 dimenfions , 
dont le premier & le dernier termes ont des fignes contrai- 
res , peut toûjours fe refoudre en une équation de huit di- 
menfions , & en d’autres équations d’une ou de deux dimen- 
fions [31] . Une équation de 32 dimenfions , dont le pre- 
mier & le dernier termes ont de fignes contraires , peut toû- 
jours fe refoudre en une équation de 1 6 dimenfions * ^ 
d’ autres équations du 8. # & du i. e ou 2.* degrés f3*J * c 
ainfi des autres . 

XXXVIII. Si une équation de 8 dimenfions n’a aucu- 
nes racines réelles , & qu’ on la divife par une équation de 
deux dimenfions , dans la quelle on employé des cocfficiens 
indéterminés , qui fe trouvent enfuite déterminés par une 
équation , dont le premier & le dernier termes ayent des 
fignes contraires ; l’ équation de huit dimenfions pourra e 
refoudre en équations réelles d’ une ou de deux dimenfions 
C323 • De même fi une équation de 16 dimenfions n a au 
cunes racines réelles , & qu’ on la divife par une équation 
du fécond degré > dans la quelle on employé des coefficiens 
indéterminés , qui fe trouvent enfuite déterminés par une 
équation , dont le premier âc le dernier termes ont de fignes 

contraires ; cette équation de 1 6 dimenfions pourra être ter 

’ folue 
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folue en équations de huit & de deux dimenfions [33] . Et 
ainfi du refte . 


7 u 

XXXIX. L’ équation generale paire x ***bx 


2 t*—i 


— 2 


***kx 

2P — 6 
rx 


■ 4 * lx *** px qx * 4 * 

?f* — 7 . 2f*— 8 . # A 

J* ' * 4 * f.v «H occ. — 0 eft exac- 


tement divifib’e par 1’ équation du fécond degré x -~m~o, 
fi l’ on a ces deux égalités 


1 bm 1 *- 2 *. In!*- 1 -* tm'*" 4 -*- &c. =o. 

2.* h)!* 1 pnt* rm* «. 


Et le quotient fera 2 *H /?.v' " 3 

*'Vx 2 lt -*+i x 2 ’ 1 - V’'‘-V'' , ‘-W“-W = , 

»4« w H* bm "H km ***lm •¥> pm 

•H ww «4* kw "4« k?n?» 

w 

Car fi on fuppofe 2 , & 2 f* ^ 4 , 1* équation generale > 
en faifant fl , r , s , t , &c. égaux chacun a zéro , fe change 

en celle ci * 4 * 4 « bx^m 4 - kx 2 •** Ix •** p — 0 , la quelle étant 

divifée par x 2 — m zn 0 , donne pour quotient x 2 *4* hx 
■4» m sr 0 , & pour reftes de la divifion /* -4* hmx , & /> «Hb» 
■4* ww . Donc fi P on a ces deux égalités / "4" bmzn 0 > & 

p »4* kwH* w 2 sr<? , la divifion fe fera exactement . 


Si on fuppofe f*zz: 3 , & 2**= 6 > les reftes de la divifion 

feront bm 2 x /wx qx , & w^ H» km 2 *** pm *** t . Donc . 

fi P on a les deux égalités bm 2 •** /m *4* fl — 0 , & w^H* km 2 
pm *^r~o, la divifion fe fera fans refte . 

Si on fuppofe t* zz 4 > & 2 t* 8 » les reftes de la divifion 

E feront 


9) 


- fcjTJ 
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feront bm l x +• lm* *+“!»>* ’+ sx > & *» 4 -f hn* -Vpn? 

. Donc en fuppofant ces deux quantités égalés 

chacune a zéro , la divifion le fera fans relie . 

Par ou P on voit > qu’ en fuppofant generaleraent bm 

h!"- 1 -4- îm F " 3 -*■ ** &c - = «.&»**■► 

1 pin* 2 "4* rm* ^ tm* 4 *4* &c. = e > le- 

quation generale fera exactement divifible par x — m . 

XL. Soit prcpofée 1’ équation generale de 4 dimenfïons, 
dont on a oté le fécond terme > & qu’ on fuppofe n avoir 
aucunes racines réelles , 

Ar 4 *^ - bx C — 0 .. 

Qu’ on falfe x “ z J > en fuppofant que « eft une 7*"*; 
ble, &: > une confiante indéterminée; & ayant fubltitué- 
aulieu de x , on aura cette équation 

Z 4 H* H* 6y 2 X 4>^ X 

■H* = 0 * 

h 

■+• c 

Pour trouver le divifeur z* — mzz.o de cette équation * 
il faut refoudre les deux égalités eu équations l***bm^zo » 

& krw «4» >w 2 dans les quelles b ,V.)l » p repre- 

fentent les coëfficiens relpeélifs des termes de P équation 

x 4 m 3 -** &c. = * , c* efl adiré , que b = 4> » k — ^ 
■*■ 4 , &c. Or par la première de ces deux équations on tro- 
uve m s= * * ; & fubllituant cette valeur de m dans 1 au^ 

b 

tre équation , on a />& 2 — Vlb *4*11 ~o , la quelle par la fu 
(litution des valeurs de b , k s l » &p * f© change eu cette 
équation du ûxieme degré $ 
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4 aa J 


dans la quelle le premier & le dernier termes ont des lignes 
contraires . Cette équation a donc au moins deux racines 
réelles (3 y)» lesquelles étant fubftituées dans T équation 

— / — 4J* — 24 ; — b 

m ■ ■ t donneront deux valeurs réel- 

h 4j> 

les de m ; & par conlequent on connoltra le divifeur * 2 — . m . 
On a donc encore par la une autre méthode pour refoudre 
les équations de quatre dimenfions en d’ autres équations 
réelles de deux dimenfions ; & T on peut appliquer cette 
méthode aux équations fuperieurs . 

XLI. Soit 1’ équation generale de huit dimenfions , 
dont on a oté le fécond terme 

a; 8 -*- ax 6 ** bx c* 4 -4« dx*+ fx*¥*g—o . 

Ayant fait x — X H* y > & fubftitué cette valeur de x 


dans P équation propofée , on aura 


8 


8 yz l 


■**1 f a * 2 ■+ B 20tf f ay* **6ay T fay* 
jby ioby 2 y* * 


6ay 


H» 6 c y 2 


9 4Cy. "T" 6 cy «i- 4 cy'l*cy 

-à «H 3 d y •k"$dy 2 +>dy* 

. 2 

"4" e *4* 2cy 

+fy 

Z 

Pour trouver le divifeur t? — m de cette équation , il faut 


E 2 


refou- 


MEMOIRE 

3 ® j ^ j 

refoudre (35) ces deux équations, lai* bm Im *t* 

^H-rse.&laa.*»; 4 + 

dans les quelles b ,k, l , j> , q ,r , t ,t reprefentent les coef- 

ficiens relpeftifs 8 > . 2 8 j» H* u , ^ * ^ c ‘ 

3 —lm 2 -qm — s _ 

La première équation donne ?» — * ’ ” * 

en fubftituant cette valeur de ?»^ dans la fécondé équation* 


on 3 


/ 2 ?» 2 ^*lqm /■* 


-t-& 2 r -t»* 2 * =»• 

mm- bq — hs —• 

— z?k/ — 

Pour abréger le calcul } je fuppofe / b p ■— bq — hkl — 
», ta+.b 2 r-b,-bkq=r, & h + b 2 t-bh s» ; ce 

qui change la derniere équation en celleci «W H-r m .hr=W> 

1 iu „ , „ 2 ~ ' En fubrti tuant cette 

par la quelle on a ?» as ■ ~ ^ 

valeur de t»* dans la 1* équation , on trouve — ivrvt 

bv 2 m — * r.n'+* l qm + hr>.-.*:n*.* 2 s = o> & F ar 

«I r-jV'-r 2 , _ _A en fuppo - 

conlequent tn — — 5 

b* 1 ^*q —,'1*9 — 

Tant A égalé au numérateur & 5 égalé au dénominateur • Si 

l’on fubüitue cette valeur de ?» dans l’ équation *>» ■** ^ 
H- r = o , on aura t\* -h îrk -t* = <> j & fi aulieu de 

X Je î on remet leurs valeurs dans cette derniere équation > 

elle deviendra en 1* ordonnant par rapport a v j 

s s v 
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-H ibsrvr 

■H 

2 

-*-? r 

,2 2 

• 4 -/ >* 

— 

— qjTs 

- 2%* 

— £/TJ> 2 


— /$** 

-H 


•WjT 2 



Si au lieu de » , r , / on écrit leurs valeurs dans cette 
équation > & qu’ on 1* ordonne par rapport a b , on trouve- 
ra que les quatre derniers termes s’ évanouiront , & que par 
confequent fa on vouloit remetre dans cette équation les 
valeurs debykjlypyqyrjSit, elle deviendroit un équa- 
tion du 28.* degré . Je n’ ay pas achevé ce calcul a caufe de 
fa longueur , & du peu de tems que je peux donner a cette 
forte d’ occupations . Mais fi en 1 * achevant ou trouvoit le 
premier & le dernier termes de l’équation du 28.® degré 
avec des fignes contraires , on feroit affairé de la refolution 
de 1’ équation propofée du huitième degré en équations réel- 
les du fécond degré . 

XL 1 I. Voici encore une méthode bien generale pour 
refoudre les équations paires en équations réelles de deux 
dimenfaons . Soit propofée l’ équation generale paire 

2 f* 2(4 — 1 2/4— 2 . 2(4— Z ç 

X {tx "T" bx "T* ex "i* etc. ~ 0 . 

Suppofant que a. foit une variable & y une confiante indé- 
terminée , qu’ on faffe x = & que 1* équation pro- 

pofée par la fubflitution de % aulieu de x fe change en 
celle-ci 

h X 2lt -'+ h 21 *- 2 * u 2lt -i +p % 2ft -*+&c. = 

Dans la quelle les coëfficiens b,k,l)p,q, &c. feront 
compofés de confiantes déterminées a , b , c , &c. & de U 
confiante indéterminée y . Aulieu de divifer cette équation 

par le binôme a; 2 *** m , qu’ on la divife par le trinôme z 2 — 

nx-mm 


3 S Mémoire 

vz — w y clans le quel n Ôc m font auffi deux confiantes indé- 
terminées ; ôc on trouvera , comme ci déifias [3.0] , que pour 
faire cetrc divifion fans refie , il faudra refoudre deux équa- 
tions , qui contiendront les trois indéterminées y , n ôc m . 
En combinant ces deux équations par les méthodes ordinai- 
res , on pourra toujours les changer en deux autres , dont 
l’une fera une équation fimple , qui donnera la valeur d’une 
inconnue , comme de m , par les deux autres inconnues y 
ôc n combinées entr’ elles & avec les quantités connues , ÔC 
[ 1’ autre équation ne contiendra plus que ces deux inconnues 

y ôc n , dont par confequent on pourra prendre 1’ une a di- 
I feretion . C’ eft pourquoy fi 1* on peut trouver une valeur 

réele de y ou de n, la quelle étant fubfiituée dans cette équa- 
tion donne une valeur réelle de 1’ autre inconnue , ayant 
remis ces valeurs aulieu de y ôc de n dans 1* équation fimple, 
par la quelle m eft déterminée on aura aufti une valeur 

I réelle de m; ôc par confequent le trinôme nz — w , par 

le quel on pourra exactement divifer l’ équation propofée , 
fera connu . 

Or 1 équation dans la quelle il n' y a que les deux incon- 
\ nues y ôc », eft un lieu a une courbe géométrique , dont 

les coordonnées font y ôc n . Si donc on décrit cette courbe, 
on aura un infinité de valeurs réelles de .y & de », les quel- 
les étant fubftituées dans l’ équation fimple, qu’on a trouvée 
pour déterminer m , donneront aufti la valeur réelle de w . 

On peut encore , fans décrire cette courbe , former arbi- 
trairement une nouvelle équation , qui contienne les deux 
inconnues y ôc n , ou 1* une des deux feulement ; pourvû 
que cette équation foi t telle , qu’en la combinant avec l’au- 
. c ft uat i° n > qui contient les deux mêmes inconnues , on 
trouve des valeurs rcelles de ces inconnues . Ce qui donne 
beaucoup de moyens pour trouver les divifeurs des equa- 
* tions de 8, 16, 32, ècc. dimenfions . Mais comme cette 

recherche demande de très longs calculs , je la remets a un 
autte tems . XL 1 II. j e 

1 
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XLIlI. Je reviens prefentement a la fra&on 


x s dx 


a 


la quelle fe réduit la propofée - Il eft évident par cequl 

? 


a été démontré jufqu* ici , que pour trouver F intégrale de 
cette fra&ion , il faut faire trois operations ; la première , 
pour refoudre les polynômes , dont le dénominateur I{ eft 
compofé , en binômes 5c trinômes d’ une ou de deux dimen- 
fions » la fécondé , pour feparer ces binômes & trinômes 5c 
leurs puiflances i 5c la troifieme , pour intégrer les fractions 
qui naiflent de ces operations , & dans les quelles les déno- 
minateurs font des binômes ou trinômes d’ une ou de deux 
dimenfions , ou leurs puiflances dont les expofans font des 
nombres entiers . Or pour abbreger Je travail 5c le tems, 
que demandent ces operations , on pourroit conftruire trois 
tables , la première pour la refolution des polynômes , la fé- 
condé pour la feparation des binômes 5c trinômes, 5c la 
troifieme pour T intégration des fraélions que donne cette 
feparation . . ; 

XLIV. Voici une commencement de la première table . 

4M 

Pour refoudre le binôme x b 

Qu* on fafle b z= "H a * , 5c enfuite b is — a* , 3c fuccef- 
fivement » = 3 , » = 4> «ni* 3cc. 





x 2 «4* ax | /i H* aa 
X 2 mm ax }/ 2 



\ 


fl 

I 

» 

, , 1 ., 


40 


r. 


Mémoire 


— ax •Hdx/j’ 


.v 


— at> 


X 


6 



aa 


aa 


i. 
• i 


% 


*• i 

s i * 

t 


< 1 


V, 



v 7 ^ ^7^ x ^tnx^aa 

rrfi H* am 2 — 24 2 w — 4^ — <? ^ équation irre- 

duflible . 



2 1 ~ - 

* ^x \ «H 44 

2 Af ^ 244 — aa l y 2 44 

* 2 — * 244 -H 44 1^2 •*■ 44 

2 — ^1^244 — 441^2 *♦* 44 


•H 4 a; "H 44 


V 
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X — 4 

•¥*ax ^axlSf 


x 


■H** — ax 


44 


44 


r, h* « 


a: — 



ax 44 


Jx — <* 

7 'jJ x 2 ^mx^aâ 

* ~~ a 1 2 * 

I — 401 — 24 WJ *H 4 5 = 4 . 



* -f- 44 

8 8^ 

* — 4 J a; 2 «4» 4* * / 2*444 

— 44 

&C. &c. 

• 24 « ■ » 4 £ 

Pour refoudre le trinôme x bx 

Il faut diftinguer deux cas 9 le premier pour — c jJ^_} c 

%/bb+**c 


n 


cond pour »H c . Dans le premier cas je fais a — 

F 


& 


4 - 


« n — 

& c = 


M 

\/ b £-4* -K — & 


r. w 


; & le trinôme x 


2# 


lx n ^-Ci fere* 


fout dabord en deux binômes * ^ * ““ f J eSC ^ e S pn 

rcfoudronr enfuite par la première partie de cette ta e e 
binômes & trinômes d’ une qu de deux dimenlions . 

Dans le fécond cas , 1’ on a 'ou -J bb = c > ou -y ^ » 
ou enfin bb <c . Lorfque ± bb = c , le trinôme eft un 

quarré x 2 " -*-£x” qu’ on refout dabord en deux 

binômes égaux *" -H i b , & *” -H i b . De même lorfque 

±bb>c, le trinôme x™ •*" ix” -+ c k refout dabord tn 


n 





deux binômes x 

Et enfuite ces binômes fe pourront refoudre par la première 
partie de cette table en binômes & trinômes une ou 
de deux dimenfions . Mais quand -j bb < c y a quantit 

y'bb — qx‘ eft imaginaire ; & pour lors on pourra fe fervir 

de la méthode de Mr. Gabriel Manfredi > par 1* quelle > c* 

„ 2 » 

fuppofant c zzi* > on trouvera 


bx 2 «W 



2 —xV' 2 aa — b**a» 


^r*x Ÿ laa — b * 4 » aa 


r, 

•fm c X twx aa 

jjn* — laam — b — * 
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r»* 

• X x 


2 i 


b •♦*44 




* 2 . 2 
X AT K 24 




* 2 -+- X* ^24 2 — k^24 4 — * 
ljc 2 _* |^24 2 — ' 


i 


44 


• éce. &c. 

On pourra conftruire les autres parties de cette table par 
ce qui a ôté démontré fur la refoluiion des quadrinomes , 
des quinquinomes , & des autres polynômes fuperieurs . 

Pour la fécondé table , on pourra fe fervir de la méthode 
expliquée dans les articles io.*”# 1 i. e , ou de quelqu’ autre. 
XLV. Enfin on confiruira la 3.* table en trouvant le® 

fyi d x d X 

intégrales de ces neuf différentielles , x dx , — — . ■ . 

*-H* xx*i*h 

j. 

xdx dx xdx x dx x s dx 

xx^ax^rb xx^ax^b {x'Jpajà (*x*W>,0 

x s dx 


— c . dans les quelles a & b font des quantités 
(xx^max^bj^ 

quelconques confiantes & réelles , pofitives ou négatives ; 
les expofans s & î des nombres entiers & pofitifs ; $ plus 
grand que 1* unité 5 & s plus petit que $ dans la fraéiion 

x* dx v 

- > & moindre que 2® dans les deux fractions fuivan- 

9 


x s dx 

tes -v, oc 


x s dx 


. Car autrement il faudroit 


(xx&pb)t (xx-Wr 
divifer le numérateur par le dénominateur , jufqu’ aeeque 
la fraélion > qui refteroit après la divifion » eut les condi- 
tions que je viens de dire . 

F 2 


XL VI. 


' 

’l 


■I 

i • 

I* 


* 


y. 


n 


44 


MEMOIRE 




XL VI. Or I. T intégrale S. * <**2= 


î ; &fil» 


= — i , l’ intégrale S. a? = /. * , en prennant les lo- 
garithmes dans la logarithmique , dont la foûtangente eft 
1* unité . 

dx 


il. S. — — /. x H - n * 

x *ra 


ix 


ni. Si la quantité b eft pofitive dans la fraftion 

qu’on prenne Ÿb pour le rayon d’un cercle,* Ji pour un arc 

dx 

du même cercle, dont la tangente eft x\ & on aura S. 

T 

dx —dx 


xx 


= •£,, Mais fi 4 eft négative, de forte que la fraftion fort 

dx -> , y' h +* 

ou , on aura S. 5= • — “ *' 


xx — b b— xx 

iv. s. 

xx H* o 
V. La fra&ion 


xx 


— b~2r'b 


— -J l. XX b . 


fe réduit a celle-ci 
dx 


X\+*b—\aa 
j ^ , que nous venons d’ intégrer . 

xdx 


^ X , en fuppofant 

, qui a la même forme q ue 


xx^ux^b 

dx 


VI. De même la firaAion 


— , en faifant x — ^ 

xx ^pax « 4*5 

xdx — • \ *ÀX 

- T «,fe change en ces deux-ci 

4 qui 
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qui s* intègrent comme les frayions , & — 

xx - 4 *b xx 

• ••• _ , x dx 

VII. Pour intégrer la fraélion ç , ie fais 

(*•+*)* 

« . (z — a) * dz 

* je la change par la fubftitution en celleci * 5 , la 

Z 6 

quelle, en developant la puiffance s du binôme z — a, fe 
change en cette fuite finie z“~^ dz — saz S ~ ^“~ I dz 4* S ~~^ 


sur le Calcul Intégral 

xdx 




dx 


1.2 


2 S — 1—2 

* Z 9 


s . s — 1 . s — 2 3 J— 4— 3 , . 9 

«S — — tf 5 Z dz 4P âcc. y 

1.2. 3 


j— i-Hi 


r — 5 


jv*Z 




dont chaque terme s’ intégré comme la différentielle x m dx 

On aur» donc S. — * 

t 

Z 

2(j — î— 1) 2 . 3 . ( J— î— .rt) 

■+< &c. I^uand dans le premier terme de cette fuite i’ expo- 

c v j — $ H* 1 

tant J — Ï4»! s ’ évanouit , aulieu de il faut 

s — $ ■+* 1 

mettre /. z ; car dans ce cas z^ **" * ^ dz zz. z * rfz 

r . 

VIII. Pour trouver l’ intégrale de la fra&ion * * , 

( 6 -t*x 4 J 5 

il faut diftinguer deux cas ; le premier , lorfque s eft un 
nombre impair , & le fécond , lorfque c’ eft un nombre pair . 

Dans le premier cas , je mets 2i»H*i aulieu de s , fup- 
polant que m eft un nombre entier pofitif quelconque , ou 

x 2m**i dx 

zéro ; & la fraftion — en faifant xx s; z — b , 

(e xx)* — * 

le 


I 


f. 


!•. 


! I 

! r 


* 

» 


». * 


f* 

( 


if'! 


? . 




4<î 


Mémoire 
m 


— (z — b) dz. . . . 

fc change en celleci ^ ■ — > qu en intégrera com- 

z 

(z—#Ydz 

me la fra&ion - ^ — — . [vil.] 

Dans le fécond cas , je mets 2 m aulieu de / » fuppofant 
que m eft un nombre entier pofitif quelconque , ou zéro, 
ôc je trouve par la 7* p r op. du traité des quadratures des 
courbes de Mr. Newton , que 1* intégrale de la différentielle ^ 


,2 m 


dx 


2m H* L 


ir eft 


î-i 


2 5 £ — 2 b 
x 2 m dx 


\b ^ xx ) ( 2 $ & 2&)X(&** - x * ) 

(îffl+5-2» _ X 2 m dx Qr ,, lntcgra | t 

' (*.♦.**)*-« 

S. fe peut toûjours trouver par les formu- 

(i-fxx)* — 1 

les ci delTus , pourvu que 8= 2 . Car fi ar*i la fraflion 
2 m. , 

» X ■ devient « — * , que nous avens integree au 

b'+xx b x x 

nombre ni . Si w— i , la fra&ion devient 

— bdx dx 


X* dx 


x 2 +*b 


--r dx 


> dont 1* intégrale eft ss x £ S. 


. Si mzz. 2» 


'XX 


la fra&ion eft 


.vVx 

x 2 -*-* 


sz x 2 dx Mx H* ^ .1-* » dont 1 ifr 


b^pxx 


tegrale eft — -y x^_ bx bb S, > Si m := 3 » Ia 

^■•■xx 

fraftion 
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fraftion fera «J L d JL = Ax- bx 2 dx+> b 1 dx — J^L , 
xx b 


x 2 *4*b 


dont T intégrale eft == ~ x r — -ÿ £* 3 *4» bbx — b^ S. 




x 2m d • 

Et généralement — * 2w 2 A *• a v 2w — 4 

* 2 -** 


xx^+b 

, , 2m w__. 

d x -—b x ^dx 


* + b\ 2m - 6 dx _ t i x ™- S dx + b 4 x 2m - io dx 


b m As- . 2W-I , 2W-? 

, j dont l’ intégrale cft zz y _ ^' v 

**+■** 2l»_I 


b 2 x 2m -r _ b i x 2m -7 jV»^ 


2/«— 3 


2w — ; 2 w — y 2 ?» — .0 

- *"* c 

, . Il faut continuer cette fuite , avant de 

O “T* XX 

parvenir au terme b m S. , jufqu’ a ceque 1’ expo- 

b • 4* xx 

Tant de la variable a? foit égal a 1* unité . 

Si 1 on defigne par B l’ intégrale S. * ** , que nous ve- 

b xx 

nons de trouver ; on aura , en fuppofant *=2,1’ intégra- 
2 m. 2w4* i 

le S _* d \ - * * (2«-i).B 

{b-* xx )i ~~ 2 t, tjtw+xx) ’ qUe 

j ’ appelle C . 


2 b 


I* ^ 2= $ 3 on aura S. 
(2m — 3 ). c 


2m . 
x dx 


2m 


4 b(.b'¥ K!e ) 2 


^ * <l ue je defigne par 2) . 


Et fi 
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Et fi 4 , ou aura S. 


im , 
x cbx 


2m 


{b «4* xx) 4 4^ (*-4-xx) 3 

( 2m — y) . Z) #ir 

_ . - . Et ainfi de fuite a T infini ; car on vort allez 

6b 

la progreflïon . 

x dx 

IX. Enfin la différentielle — * > en Eaifant 

( xx4*«x *Pb)* 

(x~ï-a) S di 

x z — t a * fe change en celle-ci — - — -r s 

4<w; 5 


s j 

X dx 


• J I » 
Ÿ dx 


•J- J . J— I 


(xx^b — -J 4<i;5 i. ( zZ'+'b — ~aa)^ i. 2 .[zZ 

2 s —2 . , 3 J - — 3 » 

« * _ T J. J— I. J — 2. dx ^ &c 0r 

■4* 6 — I. 2 . 3 . [zz"4"& — • 7 <w] ® 

chacun des termes de cette fuite finie a la même forme que la 

s. 

fraftion — - — . , que nous venons d’ intégrer . On pour- 

[ b ■♦•xxjî 

ra donc conftruire facilement la troifieme table . 

XLVI. Exemple . On demande la quadrature d une 
courbe , dont les coordonnées perpendiculaires font x & 3 t 


& l’equation j — 


2 ] X [V- 2 ] 


X [*’■*.]* 

On aura pour T element de 1* aire y d x zz — ; 

i . [* v ***'i 

[ Z * — 2 ] dx 

_ .1 } . Pour réduire les expofans en nombres en- 

U 4 *-»] 3 ^ tiers,-. 


X 
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tiers , qu* on farte % = x 4 , & T on aura par la fubftitution 
(x«Ke)X(x— 2) X 4*^* __ ( 4 X 6 — 8x r — i<^* 4 


= ■ 

(x^l) X (x 2 ^*0^ 

■4*$2x^) . dx 


(x-*-i) X (x 3X 


•3** 1 ) 

Qu* on fuppole 




4x g _8x r — 1 gx 4 «»»32x* 
(x-Hl) X (x 2 “4* I )* 

Ex ï -t-F*^-C 


yAx H* Cx 

~ B **B 


3* 

7 


2__ 

I 


*3* 

j4/fx 4 3* / * ;c 


D 

C 


/) ■♦•F H* Gx 

-4- E -H F H- G 


{ x H" 1 ) X [* ■*• 1] 

Et en comparant termes . termes les numérateurs de ces 
deux fraaions, on aura les équations fu. vantes . U + B 

— 4. C-V>S = — 8 ' D •* C =: — 16 . E+-D 

— $l. 3 *<■»■£ •*»* = •• G fro ■ G —^ « • 

Par les quelles on trouve = 2 ‘ 2 ^ 2 

* ^ 

F — 18 F — ■' . & G “ “■ • 

D— 14. £=:!<»• r — 2 2 

1 

— 4 dx *t* ” * r «/x — ■ V * 4 ^* * > *'4x 3 dx 

Donc^= -;r [>,] j c*w 


i8x 2 rfx — 


'4 dx 


r * 2 - t . i ] 3 r »' 2 **’»] 3 o 2 *”^ 


Or 


JO 


Mémoire 


dx —9 , 

Or S. — î = * . /. x 


X *T"I 


S 


= 1 Z . l.xx+*i 


i . 


*7 


■17 


S. 


[xx^i ] 3 4 

i+x^dx —7 

c . -î 3 
[xx«4»ij J 


2[xx"hi] g[ xx ^«i] 2 

7 


2 [xx^«i ] 2 


^xdx 


[xx4»i]^ 8[xx-Hi] 2 

Et fi l’on defigne par l’arc d’un cercle , dont la tan* 

_i 

gente foit x ou; 4 , & le rayon 1 j les intégrales des autre* 
termes feront 


S. 


— '-ix+dx 


— 33 * 


-*- 3 3 x r 


— 33* 3 


(i-4 -xx) 3 8{i-H^) 

99X — 99^4 


2 16 ( I +X*) 


S. 


S. 


1 6 

i 8 x 2 dx 


9X 


3 


[«-••«.]* * [, -H **] 2 4 [ * 

-?-rfx 


9X 



(«♦«.)* 8 ( 1 •<" *x)* “ Î ^* X) > “ 

La fomme de toutes ces intégrales , c* eft a dire , l’ intégrale 


S.ydz. = 


17/. xx-*-i —1 8 /. *-*-i —3 3 x 3 ^ x^px* 20 

8 [1 -HxxJ 2 ^ 
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■»- — - — }^x^ «H po x — 3^ %A 


3 4x 


27X-***4 


16 [i -+“xxj 


16 


yxx 


I IX 


IO 


3*-*-3 


4 (1 -*-xx) 2 


2 ( I “H XX ) 


27X 

I 6 


17 /. xx-*-i — 18 /.x*i — ;u 4 H-iiï 4 «Hio 

4 4 


4 (i-Hz’) 




H- S* 4 * 4 " 3 

2 [l-t*ï T ] 
— o^t 


I 

27^ 4 

16 


17 /. 18 /. z 4 "Hi 


Mais parceque l’aire S. ydz doit s’évanouir , lorique 1’ ab- 
fciflfe z s’évanouit ; il faut qu’ en fuppofant Z = toute cet- 
te intégrale devienne auflî égalé a zéro . Or en faifant 
X^zo 9 l’integrale devient ~ ss 4 • Donc il faut re- 
trancher 4 de l’integrale trouvée ; & ainfi on aura S. ydz 


m 


HZ 


10 


4 [l-^s’J 2 


;ï 4, * , 5 

2 [ I Z*3 



17 l.t'+i—iS /•»*■ 


— 94^ 


— 4 
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